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Sazetak

Znajuéi da do danas nije poznat efikasni algoritam za rjeSavanje problema trgovackog putnika cilj
nam je dati izvjesni doprinos u tom pravcu. Sto vise dat cemo 1 neke rezultate u odredivanju
najkraceg puta i skladistenja.
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Abstract

Knowing that until today has not been known effective algorithm for solving the traveling
salesman problem we aim to give a certain contribution in this direction. The more we give some
results in determining the shortest time and storage

Key words: node, path, tree, cycle, Cartesian graph.
1. UVOD

Mnoge pojave se mogu modelirati grafovima koji se sastoje od to€aka i njihovih spojnica: Na
primjer, tocke (ili vrhovi) mogu predstavljati komunikacijske centre, a spojnice (ili bridovi)
komunikacijske veze itd. Vrlo interesantan prirodni primjer je logi¢ko ili hijerarhijsko nizanje, kao u
slucaju dijagrama tako algoritma pri ¢emu su instrukcije vrhovi, a logicki tokovi iz jedne instrukcije u
mogucée naredne instrukcije definiraju bridove. Primjeri za prethodno su kompjutorska struktura
podataka, mreza paralelnih racunala, evulicijska stabla Zivih bica, distribucija poslova u velikim
ekonomskim projektima itd. Dakle, spajanjem toaka (vrhova) spojnicama (bridovima) dobijemo
graf.

U grafu svaka duzina povezuje dvije tocke, a svaka tocka je sjeci$te duzina, ako nema zatvorenih
ciklusa sastavljenih od tih to¢aka i duzina, graf nazivamo drve ili stablo.

Preciznije receno; Graf (G je uredena trojka G:(V(G),E(G),l//G), koja se sastoji od
nepraznog skupa V :V(G) ¢iji su elementi vrhovi od G, skupa E = E(G) disjunknog sa

V(G), ¢iji su elementi bridovi od G 1 funkcije incidencije ¥, koja svakom bridu od G

pridruzuje neuredeni par (ne nuzno razli¢itih) vrhova od G .
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2. PROBLEM NAJKRACEG PUTA

Dakle, potrebito je pronaci put najmanje teZine koji spaja dva zadana vrha #, i v,.
U svrhu jednostavnosti umjesto teZine puta p uvedimo pojam duljina puta p . pri Cemu je

p:Zw(e), a najmanja teZina (u,v)- puta neka je udaljenost od w do Vv S§to piSemo

ecp

d(u,v).

U svrhu nalaZenja najkradeg puta dajemo sljedeci Algoritam koji nalazi najkraéi (uo,vo)-
put, $ta vile, sve najkrace putove od #, do svih drugih vthovau G .

Nekaje S CV . takodaje w, €5, S = V\S. Akoje p= WO...W najkraci put od #,
do E , tada je Z; esi (uo,z;) - dio od p mora biti najkraci (MO,Z;) - put.
Otuda je d (uo,\_/) = d(uo,z;) +w(u_v) , udaljenost od u,, do S je
d(uO,S):ugsl)lvrelg{d(uo,u)er(uv)} (1)

Krenimo od skupa S, = {uo} i konstruirajmo rastuéi niz podskupova od V',.S,,S,,...,.8, ;. tako da

su na kraju i - tog koraka poznati najkra¢i putovi od u, do svih vrhova iz S,. Prvi je korak da se
nade vrh najblizi vrhu 2, $to postizemo izraCunavajuci d (uo,go) i birajuéi vth u, € So tako da je
d (g, ) = d(uo,Eo) paiz (1) slijedi

- _ . _ . 1
d (uo, So) =, in_ {d (uy.u)+w(uv) = min w ()}
Nadalje, stavimo S| = {uo,ul} , P, -put U4,V paje to najkraci (uo,u1 ) - put.
U svrhu opéenitosti stavimo S, = {uo,ul,...,uk} i neka su najkraci (uo,uk) - putovi p,..., P

ve¢ odredeni, tada sa (1) izratunavamo d (uo,Sk) i odaberemo vih u,,, €S takav da je

d(”o:”fm) = d(uo,gk) . Uo¢imo da je prema (1) d(”o:”/m) = d(uo,uj)—i-w(ujukﬂ) za
neko j <k ,pa dobivamo najkraci (uo, U, ) - put dodavanjem brida U Uy, putu p.

Zamijetimo da u svakom koraku ovi najkraci putovi zajedno ¢ine povezani graf bez ciklusa.
Ovakve grafove nazivamo stablo (drvo) 1 prethodni algoritam nazivamo proces rasta stabla.

3. PROBLEM TRGOVACKOG PUTNIKA

Zadaca trgovackog putnika je posjetiti neke poslovne destinacije i vratiti se nakon obavljenog posla.
Ako je zadano vrijeme putovanja medu pojedinim destinacijama tako da svaku destinaciju posjeti
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to¢no jednom, postavlja se pitanje kako napraviti plan putovanja da putuje sto krace?

Prema prethodnom (problem najkradeg puta) treba naci u potpunom tezinskom grafu Hamiltonov
ciklus™ najmanje tezine, kojeg nazivamo optimalni ciklus. Napomenimo da do danas nije poznat
efikasni algoritam za rje$avanje problema trgovackog putnika.

7Z.elja nam je naéi metodu za neko "dobro" rjeSenje koje naravno nije optimalno.
Ovdje ¢emo dati jedan "aproksimativan" pristup, a sastoji se u tome da se nade neki Hamiltonov
ciklus, pa da se zatim trazi drugi manje teZine koji je malo modificiran.

Akoje ¢ =WV,..v,V, tadazasve i, j,1 <i+1 < j moZemo na¢i novi Hamiltonov ciklus
Cip VL VYV ViV Vs VY, gdje smo odstranili bridove vV, ViV, a dodali
bridove vy, iV, V-
Nadalje, ako za neki 7, j vrijedi W(Vivj)+w (Vi+1vj+1) < W(Vivi+l)+w (vjvj+l) tada je ciklus
¢, poboljsanje od ¢ . Nastavljaju¢i ovim putem doci ¢emo do ciklusa koji se vise ne moze poboljsati
ovom metodom. Jasno, da konacni ciklus nije optimalan. U svrhu postizanja vece to¢nosti, proceduru
mozemo ponoviti vise puta, poéinjudi s razli¢itim ciklusima.
4. PROBLEM SKLADISTENJA

Poslovni subjekt proizvodi # proizveda P, P,,.... P, . Ako neki proizvodi pri dodiru prouzrokuju

uni$tenje nuzno je poduzeti neke mjere opreza. Nuzno je graditi skladiste u vidu odjeljaka 1 staviti
inkompatibilne proizvode u razli¢ite odjeljke da ne bi dosli u moguénost dodira. Namece se pitanje;
koji je najmanji broj odjeljaka potrebit?

Konstruirajmo graf G s vihovima V,,...,V, , tako da su dva vrha V.V, ako 1 samo ako su proizvodi
P, P, inkompatibilni. Zamijetimo da je najmanji broj odjeljaka u koje je potrebito podijeliti skladiste
upravo kromatski®> broj & (G) .

Napomenimo da do danas nije naden zadovoljavajuéi algoritam za nalaZzenje kromatskog
broja iako je za prakti¢ne probleme to veoma vazno.
5. STABLO (DRVO)** LOGICKIH MOGUCNOSTI I NJEGOVA PRIMJENA

Kartezijev produkt®®® konatnog broja skupova

XxX,x..xX, :{(xl,xz,...,xk)‘x1 eX.,x,eX,,..x € Xk}

33 D). Veljan, Kombinatorika s teorijom grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989 str, 288.

William R. Hamilton (1805-1865), irski matematicar

¥4 D Veljan, Kombinatorika s teorijom grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989 str, 304.

3 Drazen Barkovi¢, Operacijsko istraZivanje u investicijskom odlugivanju, Ekonomski fakultet, Osijek, 2004,
str. 157.

6 Alpha C. Chaing, Osnovne metode matematicke ekonomije, Mate, Zagreb, 1994, str. 19.
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ima veliku primjenu u rje$avanju prakti¢nih problema.

Opée je poznato da primjenom Kartezijevog produkta dobijemo skup uredenih £ - torki u kojima

elementi respektivno pripadaju svakom od faktora Kartezijevog produkta. Broj uredenih k - torki
Kartezijevog produkta jednak je produktu brojeva koji predstavljaju broj naina izbora elemenata
svakog od faktora Kartezijevog produkta.

Jedan od nadina grafickog predstavljanja Kartezijevog produkta je preko stabla (drveta) logickih
mogucnosti, $to pokazuje sljedeéi primjer.

Primjer 1
Na koliko razli¢itih nacina slova a 1 b se mogu napisati tako da se:
1) slova mogu ponoviti
2) nijedno slove ne ponovi.
Zamijetimo da su za slu¢aj 1) u pitanju parovi (a,a), (a,b), (b,a), (b.b), a u slu¢aju 2) parovi (a,b) 1
(b,a).
Ovaj problem moZemo promatrati preko drveta (stabla) logi¢kih moguénosti.
Krenimo od ishodista 0 uvaZzavajuéi orijentaciju s lijeva na desno i nacrtajmo dvije grane. Svaka
grana predstavlja izbor naseg prvog slova. Nakon ovog izbora nacrtajmo druge grane za drugi izbor.
Zamijetimo da druge grane predstavljaju izbor drugog slova, vidi sl. 1.

b b
1 2) .
a
0 0
b b b
\a
a

S1. 1

Nazovimo elemente faktora Kartezijevog produkta <&vorovima drveta logickih moguénosti,
uvazavajuci ishodiste 0 kao pocetni ¢vor. Svi &vorovi nakon prvih grana odreduju prvu kolonu
¢vorova (elementi a,b), nakon drugih grana drugu kolonu &vorova itd. s tim $to ¢emo uvaziti da se
ishodi$te nalazi u nultoj koloni 1 njega ne¢emo posebno oznacavati.

U zavisnosti od uvjeta zada¢e prva kolona ¢&vorova predstavlja izbor elementa prvog faktora
Kartezijevog produkta, druga kolona ¢vorova izbor elementa drugog faktora itd., k- ta kolona
&vorova predstavlja izbor elemenata k -tog faktora Kartezijevog produkta. Skup koji se sastoji od
kona¢nog broja k& nanizanih grana od ishodista do zadnjeg ¢vora nazivamo putanjom (Oab).

Cvorovi na jednoj putanji predstavljaju uredenu % - to¢ku elemenata Kartezijevog produkta. Broj
krajnjih ¢vorova predstavlja broj elemenata Kartezijevog produkta od & skupova.
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1z prethodnog moZemo zakljuciti da je drvo (stablo) logi¢kih moguénosti skup dopustivih elemenata
Kartezijevog produkta dva ili vise skupova predstavljenog graficki.

Jednostavnije receno, drvo (stablo) logickih moguénosti je shema koja se upotrebljava za numeriranje
svih logickih moguénosti tijeka dogadaja, pri ¢emu se svaki od njih moZe odigrati na konacan broj
nacina.
Navedimo jedan zanimljiv transportni problem.
Primjer 2
Izmedu mjesta X i ¥ prometuju tri autobusne linije 1, 2, 3, a izmedu mjesta ¥ i Z dvije
autobusne linije 4 1 5.
1) Na koliko na¢ina putnik moZe putovati od mjesta X do mjesta Z preko mjesta ¥ ?
2) Na koliko natina putnik moZe kruzno putovati od mjesta A do mjesta Z preko mjesta Y?
3) Na koliko na¢ina putnik moze kruzno putovati od mjesta A do mjesta Z preko mjesta B ako
moze Koristiti jednu autobusnu liniju samo jednom?

U svrhu rje3enja promatrajmo skupove I = {1, 2,3} iJ= {4,5} .

1
4

S1.2

1) Putnik se u prvom koraku opredjeljuje da zapo¢ne putovanje jednom od autobusnih linjja; 1,
2 ili 3. Jasno da je ovom pretpostavkom odreden izbor prvih grana ili izbor elemenata

(&vorova) prvog faktora Kartezijevog produkta [ xJ . Kada je stigao u mjesto Y , putnik
bira jednu od dvije autobusne linije, 4 ili 5 da bi stigao do mjesta Z . Ovim uvjetom odreden
je izbor elementa drugog faktora J Kartezijevog produkta skupova I xJ | ili izbor ¢vora
druge kolone sl. 2.

4
1
5
4
2
5
4
3 5
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Buduc¢i da broj krajnjih évorova iznosi 6, broj mogu¢ih na¢ina na koje putnik moZe putovati od
X do Z preko mjesta Y je 3-2=6. Ako slova koja ozna¢avaju mjesta spojimo vektorima
moZemo prikazati na drugi nac¢in putanju X 3Y2Z pri &emu broj iznad strelica oznatava broj
nacina izbora elemenata faktora Kartezijevog produkta.

2) Prema uvjetima zadatka putnik moZe putovati od mjesta X preko mjesta ¥ do mjesta Z i
od mjesta Z preko mjesta Y do mjesta X . Prikaz puteva je X3Y2Z2Y3X, pa

Kartezijev produkt skupova / X J xJ x I moZemo prikazati drvetom logickih moguénosti.
Bududi da je broj krajnjih ¢vorova 3-2-2-3 =36 to je izbor moguéih nadina na koje
putnik moZe putovati jednak 36.

3) Kako prema uvjetu zadatka putnik moze koristiti jednu autobusnu liniju samo jednom pa

¢emo u prethodnom slucaju zanemariti one putanje na kojim su dva identi¢na ¢vora, §to
mozemo jednostavno prikazati drvetom logickih moguénosti.

[zbor putanje je X 3Y 2Z1Y2X odnosno 3-2-1-2 =12 nacina.
6. ZAKLIUCAK
Koriste¢i teoriju drvo (stablo) logi¢kih mogudénosti dali smo neke nove rezultate u rjeSavanju
problema trgovackog putnika, najkraceg puta i skladistenja. Osim toga pokazan je put novom
istrazivanju koriste¢i teoriju grafova kao vrlo dobar alat za rjeSavanje ekonomskih problema
optimizacije.
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