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Sazetak

Klijenti dolaze slucajno i budu usluzeni odmah ako u sustavu postoji
slobodno mjesto za usluzivanje, a staju u red ako su sva mjesta zauzeta.
Nakon usluzivanja odlaze iz sustava.

Postoje mnogi sustavi usluzivanja u zavisnosti od:

e procesa koji opisuje dolazak

e mechanizama servisiranja

e duZine reda;

a) 0- sustav s otkazom
b) k- sustav s kona¢nim redom ¢ekanja
c) oo- sustav s beskonacnim redom cekanja
U radu ¢emo detaljno opisati sustav s jednim mjestom za usluzivanje,
pri ¢emu je trebovanje Poissonov proces uz pretpostavku da duZzina
usluzivanja na mjestu za usluzivanje ima eksponencijalnu raspodjelu.

Kljucne rijei: masovno usluzivanje, sustavi usluzivanja, Poissonov
proces, eksponencijalna raspodjela
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Summary

Clients are coming randomly and are served immediately if there is a
free serving station in the system, and if all the stations are occupied,
they enter the queue. After being served they leave the system.

There are many serving systems depending on:

» the process which describes arrival;

" serving mechanisms;

» length of queue;

a) 0 - system with cancellation,

b) k- system with a finite queue,

c) oo - system with an infinite queue.
This paper will describe in detail a system with one serving station,
where the requisition flow is a Poisson process under the assumption
that serving time at a serving station has exponential distribution.

Key words: mass serving, systems of serving, Poisson process,
exponential distribution

1. UVOD
Pretpostavimo da je trebovanje Poissonov proces. Bitne su ¢injenice:

e Sluéajni proces' Y, koji predstavlja broj trebovanja (broj
novih klijenata) u intervalu (z,/+At), 120, At >0, ima
Poissonovu razdiobu’ (P(AA1)), 4.

(A1)

k!

P(Y, =k)= e ™, kel0,1,2,..}.

e Iz aneksa A se moze vidjeti da je
P(Y, =0)=1-1A¢,
P(Y, =1)= 1At
P(Y,=k)=0(At)=0, ke {2,3,..},

Sto znaci da tijekom kratkog vremenskog intervala vrlo
vjerojatno nece biti nijednog novog trebovanja, jedno
trebovanje ¢e se dogoditi sa malom vjerojatnoscéu, a vise od

"'N. Sarapa (1986.): Teorija vjerojatnosti, Skolska knjiga, Zagreb, str. 284
* 1. Pavli¢ (1970.): Statisti¢ka teorija i primjena, Tehni¢ka knjiga, Zagreb, str. 79
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jednoga ¢e se dogoditi sa zanemarivo malom vjerojatnoscu
u odnosu na prethodna dva slucaja.

e Vrijeme izmedu dva uzastopna dolaska dva uzastopna
klijenta (dva uzastopna trebovanja) ima eksponencijalnu

razdiobu &(A4), Sto se vidi u aneksu B. Dakle, A7'je
jednako ocekivanoj (srednjoj) vrijednosti vremena
1izmedu dolaska dva uzastopna klijenta (dva uzastopna
trebovanja ), pri ¢emu je A ocekivana (srednja) brzina
pristizanja trebovanja, tj. ocekivani (srednji) broj novih
trebovanja u jedinici vremena.

Pretpostavimo da duzina usluzivanja 7 na mjestu za usluzvanje ima
eksponencijalnu’ razdiobu & (). Za daljnju razradu postupka su bitne
¢injenice:

e Ako usluzivanje nije zavrSeno do momenta ¢,

vjerojatnost da ¢e biti zavrSeno do momenta 7+ Af
raCunamo ovako:

P(t<T<t+At) e -
P(T >1t) - 1_(1_e—ﬂt)

P(T<t+AM|T>1)= =1-e" = uAt,

e Ako wusluzivanje nije zavrSeno do momenta ¢,
vjerojatnost da nece biti zavrSeno do momenta ¢+ Af
racunamo ovako:

P(T>t+A,T>7) 1=(1="")
P(T>t+AN|T>t)= ( PT=1) )_ lg(l_eﬂt))zewzl—wt.

e S obzirom da slu€ajna varijabla koja predstavlja vrijeme
usluzivanja ima eksponencijalnu razdiobu &(4),

oCekivana (srednja) vrijednost usluzivanja je jednaka

’ P. Embrechts, E.Klippelberg, T.Mikosch (1988.): Modeling Ekstremal Events,
Springer-Verlog Berlin, Heidelberg, New York, str. 155

187



Dominika Crnjac Mileti¢ ® Martina Crnjac

W', pri ¢emu je parametar 4 jednak ocekivanoj
(srednjoj) brzini usluzivanja na jednom mjestu za
usluzivanje, tj. oCekivanom (srednjem) broju usluzenih
klijenata na jednom mjestu za usluzivanje u jedinici
vremena.

2. SUSTAV USLUZIVANJA
Nekaje X,, te [O,oo) slucajni proces ¢ija je vrijednost u momentu ¢

jednaka broju trebovanja (klijenata) u sustavu (tj., zbroju trebovanja ili
klijenata u redu ¢ekanja 1 na mjestu za usluzivanje). To znaci da je skup

stanja sustava X, skup S ={0,1,2,...}.

t

Prema prethodno objaSnjenom mozemo izvesti vjerojatnost prijelaza
p; (A1).
Poo (AZ) = P(Xt+At
Akoje ie{l,2,..}, tada
P (A1) =P(X,,, =i-11X, =i) = pAt(1- AAt) = pAt.
p. (A1) =P(X,,, =ilX,=i)=(1-uAr) (1= AAt)+ uAAS =1—(A+ u) A,

=0].X, =0)=1- 1Az,

Akoje i€{0,1,2,..], tada
P (A1) =P(X,,, =i+1|X, =i) = (1- uAt) AAt = AAt,
a ako je i, j€{0,1,...},

i—j|>1, tada
pi,j(At):P(X

t+At

= j|X, =i)=o0(Ar)=0.
Kako je

Poo (A1) =1- A1,
pi(At)=1—(A+u)At, i€{l,2,..},
P (A1) = AA1, i€{0,1,...},
P (Af)=pAt, ie{l,2,..},
p.,;(At)=o(Ar), i,j€{0,1,2,..},

i—jl>1,
nije teSko pokazati da vrijedi:
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Zasvako i€{l,2,..,m}, i# j, zamale At>0, (kad Azt — 0), vrijedi
p; (A1) = A AL, p,(At)=AAr+1.

Py (ar)
, L#
Dokaz: A = Py (At)_p’j (O) = At Y
' Y At D (At)—l o
—’ l:
At /

i#j, p;(At)= ;AL

odakle je za
i=j, p;(At)=A,At+1.

Iz dokazanoga dobijemo matricu A

-1 A 0 0
u —-A-u A

A= 0 u —A—U A
0 0 u —A—U

Vidimo da ovaj proc_es predstavlja proces radanja i umiranja®, gdje je
A=A, pu, =u, ne{0,1,..}.

Dobivamo da je egzistencija kona¢nih vjerojatnosti p" uvjetovana
konvergencijom geometrijskog reda

) - k
1+i+ﬂ—+...=2[i) :

noou =\ u

Ako je 4 <1 (4. ako je A< u, $to znaci da je brzina pristizanja

trebovanja manja nego brzina usluzivanja), tada je suma reda jednaka

U

— ., teje

H=2A

* 7. Pause (1978.): Vjerojatnost, informacija, stohasti¢ki procesi, Skolska knjiga,
Zagreb, str. 176.
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. A . A A
Do = l——, D :—k(l——j, ke {1,2,}
Wt

To znaci da ako sustav dugo radi, vjerojatnost da je sustav besposlen je

jednaka p, =1 —i, a da ¢e bit1 k£ —1 klijenata u redu ¢ekanja plus jedan

k
na mjestu za usluzivanje p, = ;L—kLI —ij, ke{l,2,..}.
wou

U koliko sustav za usluzivanje ima k& mjesta za usluzivanje, a svi ostali
uvjeti su isti kao u prethodno opisanom sustavu, tada takav sustav

skraceno oznaCavamo s M ‘M |k‘c><> 1 matrica A ima oblik

-1 A 0 0 .. 0
u —-A-u A 0 .. 0 0 0
0 2u -A-2u A 0 0 0
A= ,
0 0 0 0 ku —-A—ku A
0 0 0 0 0 ku A—ku

Sto pokazuje da se 1 u ovom slucaju radi o sustavu radanja 1 umiranja,
gdje je

A, =, ne{0,1,..},

u, =nu, ne{l,2,...k}, pa zaklju¢ujemo da postojanje konacnih
u,=ku, ne{k+1,k+2,..},

vjerojatnosti zavisi od konvergencije reda

2 k i
1+i+i i +...+L i Z i (red konvergira samo ako je
mo 21\ u k' ) =\ ku

i<1).

ku

Ako red konvergira, onda se radi o geometrijskom redu
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k i k+1
Azzg(iJ +(i] _on
o i\ U ) (kp—2A)k!

Lako izraCunavamo konacne vjerojatnosti

n

A) 1
b, = ; %, l’lE{O,l,...,k}, (1)
AY 1
P, = ; An!k"‘k’ne{k+1’k+2""}' (2)

Ako sustav za usluzivanje ima k myjesta za usluzivanje i » mjesta u
redu Cekanja, a svi ostali uvjeti su isti kao u prethodno opisanim

sustavima, tada takav sustav skrac¢eno oznacavamo s M |M |k| r. Matrica

A je formata k+r+1 iima oblik

) 0 0 .. 0 0 0 |

U —-A-u A 0 .. 0 0 0

0 2 —A-2u A .. 0 0 0
A= H H ’

0 0 0 0 .. ku -A—-ku A

0 0 0 0O .. O ku —ku |

Sto pokazuje da se 1 u ovom slucaju radi o sustavu radanja 1 umiranja,
gdje je
A, =4, ne{0,1,...k+r},

U, =nl, ne {1,2,...,k},
w,=ku, ne{lk+1Lk+2,. . k+r}.

Konac¢ne vjerojatnosti uvijek postoje 1 dobivamo

n

A 1

P, = ; ﬁ’ ne{O,l,...,k},

p, = 4 ;_k nel{k+Lk+2,. .k+r},
U ) Bk'k"
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dieje B=) —| = |+—| = ki)
gdje je ;ig(ﬂj k!(u] Z(ku]

Primjer 2.1. U znanstvenu ustanovu koja ima samo jednog profesora
matematike prosjecno
dolazi jedan student svakoga sata (na ispit ili konzultacije)

a) Koliko se vremena prosjeCno smije profesor baviti
jednim studentom ako Zeli
da vjerojatnost da u redu ¢eka vise od 4 studenta bude
manja od 0.05 ?

b) Koliko je u tom slucaju ocekivano vrijeme koje ce
profesor provesti bez
studenata tijekom radnog vremena koje traje 8 sati?

c) Koliki je ocekivani broj studenata koji ¢ekaju profesora
za ispit 1li konzultacije?

Rjesenje : Radi se o sustavu M |M |1|<><> ,gdjeje A=1,a u je nepoznato.

-1 1 0 0
u —1-u 1 0
Tadaje A=|0 y7, —1-u 1 e |
0 Y7, —1-u

\ 1 . 1" 1
po=l-—, p = 1-— |, ke {1,2,..}.
u ut u

a) Podsjetimo se da p, predstavlja vjerojatnost da u sustavu (u

kabinetu profesora i u
hodniku ispred njega) ima & studenata.

1z
uvjeta
| (1Y)
p <0.05= (1——j<0.05:>—(1——] (—j <0.05
Z ' kz;‘u ue u ; U
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dobivamo da je i =1.64 1itada je prosjecna duzina usluzivanja

jednaka L = (.61 sata.

U

b) Tijekom radnog vremena od 8 sati profesor ¢e prosjecno provesti

8- p, =8-(1-0.61)=3.12 sati bez rada sa studentima.

c) Studenati koji ¢ekaju profesora za ispit ili konzultacije su
studenti koji su u hodniku 1
1 studenti u kabinetu.

S obzirom da je broj studenata koji ¢ekaju profesora jednak

ikpz =iklk£1—l]z1.55.
=0 =0 M

Primjer 2.2. U jednoj tvornici postoji veliki broj istih uredaja koje

odrzavaju tri radnika.

U

Primjeceno je da se uredaji kvare prosje¢nom brzinom dva

uredaja na sat.

Radnik popravi uredaj za prosjecno jedan sat rada. Uz

pretpostavku da se radi o

M |M |3| oo sustavu usluzivanja treba naci vjeroatnost da

a) su svi radnici slobodni,
b) su svi radnici zaposlent,

c) na popravak ¢eka vise od jednog uredaja.

Rjesenje : Imamo odgovarajucu matricu A

1 sustav jednadzbi

J—z 2
}1 -3
:)0 2
70 0
Jo 0

.
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_2po +p, =0
2p, -3p, +2p, =0
2p,  —4p, +3p; = 0

2p, —5p, #3p, = 0

p; +p1* +p; +... = 1.

Iz (1) 1(2) dobivamo A=9, te je

a) p,=—
\ 1 2 2 4
b) 1- =]l-——=_-Z =
) 1=py—p, — P> 579799
. 16

©) l=py—p —pr—pPs—ps=—.

Aneks A

Poissonov proces (parametar 1> 0)

X, te [O,oo) je slu€ajni proces sa vrijednostima u skupu
S = {O, 1,2, } ,X, =0,X, ima stacionarne nezavisne prirastaje i za svako
s,t>0

(A1)

P(X,, -X,=k)= e k=0,1,2,.. (3)

Posljednji uvjet znaci da za svako s,7¢€ [0, ), slu¢ajna varijabla
X,,,— X, ima Poissonovu razdiobu P(Az).

Matematicko o¢ekivanje E(X,) je jednako As. Zaista,
E(X,)=E(X,-X,), te kako slu¢ajna varijabla X, — X, ima

Poissonovu razdiobu P(Ar), njeno o&ekivanje je Az .

Disperzija za X, je D(X,)=At.
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Korelacionu funkeiju R(7,s) nalazimo za s>¢>0

R(t,s)=E(XX,)=E(X,(X,+(X,-X,)))=E(X])+E(X,)E(X,-X,)=
= A’ + A+ MA(s—t) = At + Ats = Amin{s, 1} + A’ts,

dok je kovarijansna funkcija K (s,7) = Amin{s,z} .

Bitna osobina ovog procesa je da, ako Az — 0, tada

P(X,,—-X, =0)=1-AAt+0(At),
P(X,, —X, =1)=1At+0(A1), 4)
P(X,,—X =k)=o0(Ar), zasve k =2,
gdje o(At) predstavlja beskona¢no malu veli¢inu u odnosu na Az (4.
i =00,

Znacenje ove navedene osobine bi se moglo objasniti na slijedeci nacin :
Ako je proces X, broj kupaca (broj nekih dogadaja) koji udu u trgovinu

u intervalu [0,7], onda je X,,,,

— X, broj novih kupaca (broj dogadaja) u
intervalu [7,7+ Ar]. Osobina (3) znaci da ako duZina intervala Az teZi ka
0, onda je vjerojatnost da ¢e biti viSe od jednog kupca (dogadaja)
beskonac¢no mala velicina u odnosu na Az . Takoder, vjerojatnost da ¢e
se realizirati jedan dogadaj je beskonacno mala veliCina istog reda kao

At , dok je vjerojatnost da novih kupaca (novih dogadaja) nece biti
veli¢ina bliska 1—AA? .

Prethodno opisane relacije slijede iz prirode procesa.
U koliko primjenimo razvoj u Maklorenov red’ funkcije e,
(Aaz)"  (AAr)

e =1-AAt+ - =1=AAt+0(At),
2! 3!

dobivamo

> D.S. Mitrinovi¢, (1977.), Kompleksna analiza, Gradevinska knjiga, Beograd, str. 182
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(AAt) .
P(X,,—X, =0)= o e ™ =1-AAt+0(At),
(Aar)
P(X,,-X =1)= 1!) e = At (1- AAt +0(Ar)) = At +o(At),
At)" ,
JJ(J(HA,—X,:n)z(’1 f) e =(AAr)" (1= AAt+0(Ar))=0(Ar), zasven>2.
n:

Osobina (3) je ekvivalentna osobini (4). Ako promatramo interval
(s,s+1) duzine ¢ lako je pokazati da ako je zadovoljen uvjet (4) za

proces X, sa stacionarnim nezavisnim priraStajima 1 ako je X, =0,

)
ondaje P(X,, —X, =k)=%e"l’, k=0,1,2,..., tj. X, je Poissonov

proces.

Podjelimo li interval (s,s+¢) na n jednakih dijelova i ako je Az = L ,
n

kada n raste At postaje jako malo, te moZemo primjeniti osobinu (4)
koja isklju¢uje moguénost da se u malom intervalu A¢ realizira viSe od
jednog dogadaja.

To znaci da u svakom dijelu duzine Ar moze biti 1 ili 0 realizacija
dogadaja.

Vjerojatnost da ¢e u cijelom intervalu duzine ¢ = nA¢ biti k realizacija
dogadaja je jednaka

n k n—k N[ At ¢ At "
P(X,,-X, =k)=(;)(Aar) (1-2A0)"" =(})| =| |1-=| .
n n
Ovaj izraz se jednostavno transformira u
ﬂ, k
P(X., -X, :k):(—t)e—", k=0,1,2,...,
k!
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Aneks B

Neka je X, Poissonov proces 1 neka sluc¢ajna varijabla 7, predstavlja
duzinu intervala izmedu realzaciju (n—1)-tog i n-tog dogadaja (ako se
radi o procesu koji predstavlja broj kupaca koji su usli u trgovinu, onda
je T, vrijeme koje protekne izmedu ulaska (n—1)-togi n-tog kupca).
Mozemo pokazati da 7, ima eksponencijalnu razdiobu £(4) na

slijedeci nacin :

F, (t)=P(T, <t)=1-P(t, 2¢). Dogadaj T >¢ znadi da se prvi
dogadaj nije realizirao do trenutka 7, tj. Daje X, =0. Kako je

),
P(X,=0)=P(X,-X, =O)=(O—!)e o
ondaje F; (¢) =1-¢™, t>0, §to znadi da 7, ima £(A) raspodjelu.

Ako je n>1, tada je

=)

F, (t)=P(T,<t)=1-P(T,2t)=1- [P(T, 21

T n
0

T, =s)(oT ] (s)ds =

=l—-e? J‘(an_1 (s)ds =l—e™, >0,
0

Sto zna¢i da 7, ima &(A) raspodjelu za sve nell .

3. ZAKLJUCAK

Postoje razliciti prakticni procesi usluzivanja kupaca u trgovinama.U
pitanju je sustav u kojem se obavljaju odredene usluge 1 u koji dolaze
potrosaci usluga, opéenito u slucajnim « vremenskim razmacima «. Ako
u sustavu postoji slobodno mjesto za obavljanje usluge, potrosac koji je
upravo stigao odmah se pocinje usluzivati. Kad su sva mjesta zauzeta,
stvara se red (rep) u kojem se ¢eka da se oslobodi mjesto za slijedece
usluZzivanje.Vrijeme usluZivanja pojedinog potrosata je slucajna
varijabla.U radu su rijeSeni problemi koji imaju veliko prakti¢no
znacenje 1 daju odgovore na pitanja u vezi s usluzivanjem.
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